
Вiдкрита олiмпiада з математики. Розв’язки

1 5 клас.
5.1 Розрiжте фiгуру, що зображена темним на рис. 1.

а) на 4 однаковi фiгурки;
б) на двi фiгурки, з яких можна скласти квадрат.
Рiзати можна лише по сторонам клiтинок.

Вiдповiдь: приклади показанi на рис. 2–3.

5.2 На островi "Фiзмат"живуть брехуни, якi завжди брешуть та лицарi, якi завжди кажуть
правду. Одного ранку, три жителi острова, Андрiй, Богдан та Василь, зустрiлись разом. Андрiй
сказав: "Ми всi брехуни". Богдан натомiсть сказав, що "Тiльки один iз нас лицар". Хто серед
цих трьох жителiв може бути лицарем? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: Тiльки Богдан. Якби Андрiй сказав правду, то вiн мав би бути i лицарем (оскiльки
сказав правду), i брехуном (з його твердження) водночас. Отже, Андрiй брехун, а отже Богдан
та/або Василь лицар(i). Якби Богдан збрехав, то лицарiв тодi має бути два (оскiльки Андрiй
брехун, їх може бути 0, 1 або 2; з твердження Андрiя їх може бути 1 або 2; якщо Богдан збрехав,
то залишається тiльки 2). Тодi i Богдан, i Василь мають бути лицарями, але Богдан збрехав
- супереченiсть. Отже, Богдан лицар i сказав правду. Вiдповiдно, Василь брехун, оскiльки з
твердження Богдана серед них тiльки один лицар.
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5.3 Данило склеїв пазл рiвно за 2 години, при цьому вiн за 1 хв склеював разом 2 шматочки
– окремих чи вже ранiше склеєних. За який час цей пазл склеїла б Женя, якщо вона може за
хвилину склеювати 3 шматочки? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 1 годину. Данило робить одне склеювання за хвилину, а Женя — два. Отже, вона
впорається вдвiчi швидше.

5.4 Максим вважає, що рiк є щасливим, якщо цифри, якi його утворюють, є послiдовними чотир-
ма цифрами, якi можуть бути записаними у будь-якому порядку. Наприклад, 2431 є щасливим.
Якi першi два роки є щасливими у ХХI сторiччi (тобто пiсля 2000 року) та два останнi щасливi
роки в ХХ сторiччi (тобто до 2000 року)? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 1423, 1432, 2013 та 2031. Для першої цифри 2 найменшим набором послiдовних
цифр будуть цифри 0,1,2 та 3. Далi залишається утворити з них найменше число: 2013 – наймен-
ший, наступний за ним: 2031. Для першої цифри 1 найбiльшим набором цифр є 1,2,3 та 4, тому
найбiльшими з цих чисел є 1432, перед ним йде 1423.

5.5 Володя, Ярослав та їхнi друзi за круглим столом їли горiшки. Виявилося, що кожний з
сидячих за столом з’їв або удвiчi бiльше або на 6 менше нiж його сусiд праворуч. Чи могли вони
усi разом з’їсти 2025 горiшкiв? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: Нi. Розглянемо того, хто з’їв найменшу кiлькiсть горiшкiв. Наприклад, це Володя.
Тодi його сусiд лiворуч не може з’їсти на 6 менше, а тому з’їв удвiчi бiльше, тобто парну кiлькiсть.
Але тодi, їдучi по колу, i кожний наступний лiворуч мав з’їсти парну кiлькiсть горiшкiв. Тепер,
коли ми дiйдемо до гостя, який сидить праворуч вiд Володi. За умовою Володя, оскiльки вiн
з’їв найменшу кiлькiсть горiшкiв, то вiн мав з’їсти на 6 горiшкiв менше, а тому парну кiлькiсть.
Таким чином усi мали з’їсти парну кiлькiсть горiшкiв, тобто сумарна кiлькiсть горiшкiв парна,
що доводить неможливiсть з’їсти рiвно 2025 горiшкiв.

6.1 Задача 5.2.

6.2 Женя та Данило мають по декiлька монет. Якщо Женя вiддасть 2 свої монети Даниловi, то
в них стане однакова кiлькiсть монет. Якщо Данило вiддасть 1 свою монету Женi, то в неї стане
утричi бiльше монет, нiж у Данила. Скiльки монет разом мають Данило та Женя? Обгрунтуйте
Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 12. Нехай у Женi a монет, у Данила – b монет. Тодi, a− 2 = b+ 2, а також a+ 1 =
3(b−1). Звiдси можемо записати, що a = b+4 = 3b−4 =⇒ 2b = 8 =⇒ b = 4, a = 8 =⇒ a+b = 12.

6.3 Задача 5.5.

6.4 У кожнiй клiтинцi таблицi 100×100 записана одна з цифр вiд 1 до 9, але усi записанi цифри
прихованi. З цифр цiєї таблицi утворенi 100-цифровi числа, що утворюються по рядках (злiва
направо) та по стовпчиках (зверху донизу). Оксана хоче записати 100-цифрове число з цифр вiд
1 до 9, таке, щоб це число не спiвпадало з жодним з 200 чисел, що були утворенi в таблицi. Яку
найменшу кiлькiсть клiтин Оксанi треба вiдкрити та дiзнатися записанi там цифри, щоб досягти
бажаного? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 100. Якщо перевiрено менше нiж 100 клiтин, то буде iснувати певний рядок, в якому
невiдома жодна цифра, а тому гарантувати, що записане число не спiвпадатиме з ним, неможна.
Покажемо, що Оксанi достатньо знати цифри, що розташованi по дiагоналi в таблицi. Далi вона
просто пише число, у якого на i-му мiсцi стояла цифра, що вiдрiзняється вiд вiдомих цифр, що
стоять у i-ому рядку. Таке число i буде вiдрiзнятися вiд усiх 200 записаних чисел у вiдповiднiй
позицiї.

6.5 Скiльки iснує чотирицифрових чисел abba, що дiляться на число bb, якщо цифри a та b
можуть бути i рiзними, i однаковими? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

2



ЛФМЛ Вiдкрита олiмпiада з математики для 5-7 класiв, 2024

Вiдповiдь: Перепишемо задану умову таким чином: abba = 1001a+110b
...bb = 11b ⇔ 1001a

...11b.

Оскiльки 1001 = 7 ·11 ·13, то остання умова рiвносильна такiй: 7 ·13a
... b. Залишається розглянути

можливi варiанти.
Варiант 1. b = 1 або b = 7, тодi a може приймати будь-яке ненульове значення, тобто маємо

18 чисел.

Варiант 2. b ̸∈ {0, 1, 7}. Тодi має справджуватися умова a
... b. Тодi маємо, що:

при b = 2a ∈ {2, 4, 6, 8}, тобто 4 числа;
при b = 3a ∈ {3, 6, 9}, тобто 3 числа;
при b = 4a ∈ {4, 8}, тобто 2 числа;
при b ∈ {5, 6, 8, 9}, a = b, тобто ще 4 числа.
Разом маємо 18 + 13 = 31 число.

7.1 Три квадрати зi сторонами 10, 8 та 6 розташованi таким чином, як це показане на рис. 4.
Знайдiть площу темної частини фiгурки, що утворилася. Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Рис. 4

Вiдповiдь: 80. Добудуємо фiгурку до прямокутника (рис. 5). Вiн має площу (10+8+6)·10 = 240.
Синя фiгурка за площею складає половину площi цього прямокутника, вiд якої ще треба вiдняти
площу двох прямокутникiв 8 × 2 та 6 × 4. Таким чином остаточно маємо, що шукана площа
дорiвнює: 240 : 2− 8 · 2− 6 · 4 = 80.

7.2 Задача 5.5.

7.3 Цифри 1, 2, 3, 4, 5 та 6 розташованi в одному з квадратiв знизу (рис. 6) (рiвно одна цифра
в один квадрат; усi цифри використано), так що операцiя множення є вiрною. Яка цифра може
бути розташована за знаком "?"? Для кожної такої цифри наведiть приклад правильної операцiї
множення за даних умов. Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Рис. 6

Вiдповiдь: 3. Приклад: 54× 3 = 162. Покажемо, що iншi числа не можуть бути пiд символом
"?".

1: Зауважимо, що там не може бути одинички, оскiльки, у результатi множення число з
двохзначного стає трьохзначним.
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2: Тодi отримане трьохзначне число є парним, а, отже завершується на 4 чи 6. Останньою
цифрою двохзначного числа тодi може бути тiльки 3, оскiльки усi решта цифр при множеннi на
2 не дають останньою цифрою 4 чи 6 (2 · 1 = 2, 2 · 4 = 8, 2 · 5 = 10, 2 · 6 = 12). Тодi залишається
покласти 1, 4, та 5 на першу цифру двохзначного числа. Розглянемо всi варiанти: 13 · 2 = 26,
43 · 2 = 86, 53 · 2 = 106, жоден не задовiльняє умови, суперечнiсть.

4: Тодi отримане трьохзначне число є парним, а, отже завершується на 2 чи 6. Останньою
цифрою двохзначного числа тодi може бути тiльки 3, оскiльки усi решта цифр при множеннi на
2 не дають останньою цифрою 2 чи 6 (4 · 1 = 4, 4 · 2 = 8, 4 · 5 = 20, 4 · 6 = 24). Тодi залишається
покласти 1, 5 та 6 на першу цифру двохзначного числа. Розглянемо всi варiанти: 13 · 4 = 56,
53 · 4 = 212, 63 · 4 = 252, жоден не задовiльняє умови, суперечнiсть.

5: Тодi отримане трьохзначне число має дiлитись на 5, а отже, має закiнчуватись на 0 чи на
5, що неможливо, оскiльки 5 вже використана, а 0 серед запропонованих цифр немає.

6: Тодi отримане трьохзначне число є парним, а, отже завершується на 2 чи 4. Однак, тодi
не iснує останньої цифри двохзначного числа, що нам пiдходить: 6 · 1 = 6, 6 · 2 = 12 та 2 вже
використана, 6 · 3 = 18, 6 · 4 = 24 та 4 вже використана, 6 · 5 = 30.

7.4 У кожнiй клiтинцi таблицi 100×100 записана одна з цифр вiд 1 до 9, але усi записанi цифри
прихованi. З цифр цiєї таблицi утворенi 100-цифровi числа, що утворюються по рядках (злiва
направо) та по стовпчиках (зверху донизу). Оксана хоче записати 100-цифрове число з цифр вiд
1 до 9, таке, щоб це число не спiвпадало нi саме, нi записане задом наперед, з жодним з 200 чисел,
що були утворенi в таблицi. Яку найменшу кiлькiсть клiтин Оксанi треба вiдкрити та дiзнатися
записанi там цифри, щоб досягти бажаного? Обгрунтуйте Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 100. Якщо перевiрено менше нiж 100 клiтин, то буде iснувати певний рядок, в якому
невiдома жодна цифра, а тому гарантувати, що записане число не спiвпадатиме з ним, неможна.
Покажемо, що Оксанi достатньо знати цифри, що розташованi по дiагоналi в таблицi. Далi вона
просто пише число, у якого на i-му та на (100 − i + 1)-му мiсцi стояла цифра, що вiдрiзняється
вiд вiдомих цифр, що стоять у i-й та (100 − i + 1)-й рядках. Таке число i буде вiдрiзнятися вiд
усiх 200 записаних чисел у вiдповiднiй позицiї.

7.5 Натуральннi числа a < b < c задовольняють такi умови: (a + b)
... (b − a) та (c + b)

... (c − b),
число a є 2024-цифровим, а число b – 2025-цифровим. Скiльки цифр може мати число c? Для
кожної вiдповiдi наведiть приклад трiйки чисел (a, b, c), що задовiльняє умови. Обгрунтуйте
Вашу вiдповiдь.

Вiдповiдь: 2025. Оскiльки 2a = (b+ a)− (b− a)
... (b− a), то b− a ≤ 2a =⇒ b ≤ 3a. Аналогiчно

c ≤ 3b ≤ 9a < 10a, таким чином цифр буде не бiльше 2025, але їх не може бути менше, нiж
цифр у числа b, яке є 2025-цифровим. Тому й число c має рiвно 2025 цифр. Прикладом є числа
a = 999 . . . 9, b = 100 . . . 0, c = 100 . . . 01.
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